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Bu makalede, genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine sahip Minkowski uzayindaki donel ylzeyler ve
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regle alt manifoldlari Gizerine ¢alisiimistir. ilk olarak, ikinci gesit noktasal 1-tipinden Gauss tasviri ile
genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasviri kavramlari arasindaki iliski verilmistir. Daha sonra, 3-boyutlu
Minkowski uzayinda sabit ortalama egrilige sahip tiimden jeodezik olmayan herhangi bir ylzeyin
genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine sahip olamayacagl ispatlanmistir. Diger boélumde,
E? uzayindaki biitiin dénel yiizeylerin genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine sahip oldugu
gosterilmistir. Ayrica, genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine sahip donel ylizeylerle ilgili bir 6rnek
verilmistir. Son boélimde ise, ET* Minkowski uzayindaki regle alt manifoldlar lzerine galisiimistir ve
genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine sahip silindirik regle alt manifoldlari incelenmistir.

Pseudo-Riemannian Submanifolds of Minkowski Space with Generalized
1-Type Gauss Map

Abstract

In this article, we study on rotational surfaces and regle submanifolds of the Minkowski space with
generalized 1-type Gauss map. First of all, we give a relation between notions of pointwise 1-type Gauss
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map of the second kind and generalized 1-type Gauss map. Then, we prove that any non-totally
geodesic surface in 3-dimensional Minkowski space with constant mean curvature does not have a
generalized 1-type Gauss map. In other section, we show that all rotational surfaces in [E3 have
generalized 1-type Gauss map. Furthermore, we give an example for the rotational surface having
generalized 1-type Gauss map. In last section, we study the ruled submanifolds in the Minkowski space
ET* and we examine the cylindrical ruled submanifolds having generalized 1-type Gauss map.
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1. Girig X =Xg+x3+ -+ x (1)

Sonlu tipten kavrami, Euclid uzayinin alt manifoldlar

icin ilk kez B.-Y. Chen tarafindan ortaya atilmistir
(Chen 1973). Sonlu tipten tanimi asagidaki sekilde
verilir:

M, E™ Euclid uzayinin bir alt manifoldu olmak
Gzere, alt manifoldun x yer vektéri A Laplace
operatoriinin  Ozvektoérlerinin - sonlu  toplami
seklinde ifade edilebiliyorsa, M alt manifolduna
Euclid uzayinin sonlu tipten alt manifoldu denir.
Yani, x, € E™ sabit bir tasvir ve xq, X5, ..., x;lar ise
A, ER

uzayinda sabit olmayan tasvirler olmak Gzere, x

icin Ax; = A;x; esitligini saglayan E™

vektori

seklinde bir spektral ayrisima sahiptir. Bu spektral
acihmda A4,4,, ...,A; 6zdegerleri ayrik ise, sonlu
tipten M alt manifoldu k-tipinden alt manifold
olarak adlandirilir. Sonlu tipten alt manifold tanimi,
yari-Euclid uzayinin alt manifoldlarn icin de benzer
sekilde verilir (Chen 2011).
manifoldlarin siniflandirmasi ve karakterizasyonu ile

Sonlu tipten alt

ilgili literatirde bircok sonug yer almaktadir. Elde
edilen sonuglardan bazilari icin Chen (1996), Chen
(2014) ve Chen (2015) kaynaklarina bakilabilir.

Sonlu tipten alt manifold tanimi daha sonra

diferansiyellenebilir tasvirlere genisletilmis ve sonlu
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tipten tasvir tanimi verilmistir (Chen et al. 1986).
Ozellikle calismalar manifoldlar tizerinde énemli bir
diferansiyellenebilir tasvir olan Gauss tasviri Gzerine
yogunlasmistir (Chen and Piccinni 1987, Baikoussis
and Blair 1992, Baikoussis et al. 1993, Baikoussis
1994, Yoon 2001). Euclid veya yari-Euclid uzayindaki
M alt manifoldunun G Gauss tasviri 1 € R ve sabit C
vektéri icin, AG = A(G + C) esitligini sagliyorsa, M
alt manifolduna 1-tipinden Gauss tasvirine sahiptir
denir (Chen vd. 1986, Chen and Piccinni 1987).

Ancak, zaman iginde 3-boyutlu Minkowski uzayinda
helikoid, Enneper yiizeyi, B-scroll ve dik gembersel
koni gibi bazi 6zel yizeylerin Gauss tasvirlerinin
tirevlenebilir f fonksiyonu ve sabit C vektori igin
AG = f(G + C) esitligini sagladigi goralmustir (Kim
and Yoon 2000, Ki et al. 2009). Bu durumda, Euclid
veya vyarl Euclid uzayinin M alt manifoldunun G
Gauss  tasviri  noktasal  1-tipinden  olarak
AG = f(G +C) denkleminde

C = 0 ise G Gauss tasviri birinci ¢esit noktasal 1-

isimlendirilmistir.

tipinden, C # 0 ise, ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden
olarak adlandirilir.
Literatlire bakildiginda, Euclid veya vyari-Euclid
uzayinin noktasal 1-tipinden Gauss tasvirine sahip
ylzeyleri ve hiperylzeyleri ile ilgili elde edilmis
bircok sonu¢ bulunmaktadir. Bu c¢alismalardan
bazilari Choi ve Kim (2001), Kim ve Yoon (2004),
Chen vd. (2005), Dursun (2007), Arslan vd. (2011),
Dursun (2009), Ki vd. (2009), Dursun ve Bektas
(2014), Aksoyak ve Yayh (2015), Bektas ve Dursun
(2015), Turgay (2015), Arslan ve Milousheva (2016),
Milousheva ve Turgay (2016), Jung ve Kim (2018) ve
ilim ve Oztiirk (2019) ile verilir.

Daha sonra ise, bazi ylizeylerin Gauss tasvirlerinin 1-
tipinden veya noktasal 1-tipinden tanimini
saglamadigl gorilmustir. Bu nedenle, Yoon vd.
(2018) calismasinda 1-tipinden ve noktasal 1-
tipinden Gauss tasviri kavraminin bir genellemesi
tasviri

olan genellestirilmis 1-tipinden Gauss

tanimini vermislerdir. Genellestirilmis 1-tipinden
Gauss tasviri tanimi asagidaki sekildedir:

Euclid veya yari-Euclid uzayinin M alt manifoldunun
Gauss tasviri G, M uzerinde tiirevlenebilir f, g

fonksiyonlari ve C sabit vektor igin,

AG = fG + gC (2)

denklemini  sagliyorsa, M alt manifoldu
genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine sahiptir
denir. Bu tanimda, turevlenebilir f ve g
fonksiyonlar sifirdan farkh sabit ise, 1-tipinden
Gauss tasviri, f ve g fonksiyonlari birbirine esit ve
sabit degil ise noktasal 1-tipinden Gauss tasviri
kavramlari elde edilir. Dolayisiyla, genellestirilmis 1-
tipinden Gauss tasviri kavrami 1-tipinden ve
noktasal 1-tipinden tanimlarinin genellemesi oldugu
gorilir. Ayrica, eger f ve g tirevlenebilir
fonksiyonlari sifir ise Gauss tasviri harmoniktir. Bu
nedenle, bu calismada genellestirilmis 1-tipinden
Gauss tasviri tamiminda fve g sifirdan farkh
tirevlenebilir fonksiyonlar olarak alinacaktir.

Genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasviri kavrami
verildikten sonra, Euclid ve yari-Euclid uzayindaki
ylzeyler ve hiperylzeyler i¢in bazi énemli sonuglar
(2018)

uzayinda genellestirilmis 1-tipinden

elde edilmistir. Yoon vd. 3-boyutlu
Minkowski
Gauss tasvirine sahip farkh yizey aileleri ile ilgili
siniflandirma teoremleri elde etmislerdir. Daha
sonra, Yoon vd. (2018) 3-boyutlu Euclid uzayinda
genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine sahip
konik ve silindirik ylzeylerin karakterizasyonlari
yapmislardir ve Euclid uzayinda batin silindirik regle
hiperylizeylerin genellestirilmis 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip oldugunu gostermislerdir. Ayrica,
Choi ve Kim (2018) calismasinda E2 ve E3 uzayinda
genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine sahip
silindirik ve silindirik olmayan regle yizeylerin
siniflandirmasi yapmislardir.

Daha sonra, Qian vd. (2020) calismasinda ise, 3-
boyutlu Minkowski uzayindaki genellestirilmis 1-
tipinden Gauss tasvirine sahip null scroll ylzeyleri
icin siniflandirma teoremleri elde etmislerdir.
Ayrica, Qian vd. (2021), E3 uzayinda genellestirilmis
1-tipinden Gauss tasvirine sahip donel ylzeyler ve
kanal yuzeyleriyle ilgili sonuglar elde edilmisler ve
genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine sahip bu
ylzeylerle ilgili rnekler vermislerdir.

Bu calismada ise, genellestirilmis 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip Minkowski uzayinin yari-Riemann alt
manifoldlari lzerine sonuglar elde edilecektir. ilk
olarak, ikinci cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasviri
ile genellestirilmis  1-tipinden Gauss tasviri
kavramlari arasindaki iliskiden bahsedilecektir. Daha
sonra,

3-boyutlu Minkowski uzayinda timden
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jeodezik olmayan sabit ortalama egrilige sahip
herhangi bir ylzeyin genellestirilmis 1-tipinden
Gauss tasvirine sahip olamayacagl gosterilecektir.
Diger boliimde ise, 3-boyutlu Minkowski uzayindaki
4 tip donel yluzey Uzerine calisacaktir. Bu donel
1-tipinden  Gauss
tasvirine sahip oldugu gosterilecektir ve bu doénel

ylzeylerin  genellestirilmis
ylzeyler icin (2) denklemini saglayan tiirevlenebilir
f, g fonksiyonlari ve C sabit vektori belirlenecektir.
Elde edilen sonuglarin daha iyi anlasilabilmesi igin,
E3 uzayinda genellestirilmis 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip bir donel ylizey 6rnegi ve Wolfram

Mathematica 9.0® programi kullanilarak

olusturulmus grafigi verilecektir. Son kisimda, ET
uzayindaki regle alt manifoldlar lzerine galisilacak
ve genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine sahip
silindirik regle alt manifoldlari incelenecektir.

2. Materyal ve Metot

Bu bolimde, bu galisma boyunca kullanilacak olan
temel kavramlardan ve teoremlerden
bahsedilecektir. Daha detayl bilgi icin O’Neill (1983)
kitabina bakilabilir.

(xq, %3, ..., X;m) € R™ olmak uUzere, EI' asagida
verilen metrige sahip bir uzay olsun.

g =—Xidx} + XJs, dxf. 3)

(EY*, g) uzayina m —boyutlu, s —indeksli yari-Euclid
uzayi denir.s = 1lise, (E*,g) uzayinam —boyutlu
Minkowski uzayi denir.

v € E™ olmak ulzere, v =0 veya (v,v) > 0 ise,
v vektériine uzaysal, (v,v) < 0 ise, v vektériine
zamansal, (v, v) = 0 ise v vektoriine isiksaldir denir.
Bu durumda, v € ET* vektorinin normu ||v|| =

V [{v, v)| seklinde tanimlanir.

M, ET*  Minkowski  uzayinin
n —boyutlu p indeksli bir yari-Riemann alt
manifoldu olsun. V ve Vsirasiyla M ve E™ uzayinin

yonlendirilmis

Levi-Civita konneksiyonlari gostermek Ulzere, Gauss
ve Weingarten formiilleri asagidaki sekilde verilir:

VyY = VY + h(X,Y),
(4)

Vx& = —A(X) + Dxé. (5)

Burada, X, Y teget vektor alanlarini, & normal vektor
alanini, h ikinci esas formu, Ag, & vektori
dogrultusundaki sekil operatoriinii ve D normal
konneksiyonu gostermektedir. h ikinci esas formu
ve A sekil operatori arasindaki iligki

(A:(X),Y) = (h(X,Y), ) (6)

denklemi ile verilir.

EY* uzayinda, M vyari-Riemann alt manifoldu
Uzerinde eq,e,,...,e, vektorleri M’ye teget ve
€n+1,€nt2, -, €m vektorleri M’ye normal olmak
uzere, {eq,e,, ...,e;m} seklinde ortonormal bir gati
alani segilebilir. Burada, i,j =1,2,...,m olmak
uzere, (e;,e;) =& = t1lve i #j icin (e;,e;) =0
dir. Budurumda, M alt manifoldunun EJ* uzayindaki
ortalama egrilik vektor alani

z gh(e;, e;) )

i=1

H=

S|

seklinde tanimlanir. H=0 ise, E* uzayindaki M

yari-Riemann alt manifoldu minimal olarak
isimlendirilir. h sifira esit ise, M yari-Riemann alt
manifoldu timden jeodeziktir. Ayrica, M Gzerindeki
trevlenebilir f fonksiyonun gradiyenti

n

grad(d) = ) eei(f)e;

i=1

(8)

ve M vyari-Riemann alt manifoldu Uzerindeki

indirgenmis metrikten elde edilen Laplace
operatoéri
n
A= ; gi(Ve,€0 — €;€;) )

seklinde tanimlanir.

G (n,m), EY* uzayinda orjinden gegen yonlendirilmis
tim n —dizlemleriiceren Grassmaniyen manifoldu
olmak Uzere, M vyari-Riemann alt manifoldu

Uzerinde Gauss tasviri G asagidaki sekilde

tanimlanir:

G:M - G(n,m) c EV
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p-o(es Ney A Ney)(p). (10)

Burada, N = (Trrll) dir. Yani, G Gauss tasviri, M

Uzerindeki bir p noktasini M’nin p noktasindaki
teget uzayinin paralel kaydiriimasi sonucu elde
edilen n —dizlemine goétiren tirevlenebilir bir
tasvirdir (Chen and Piccinni 1987). Benzer sekilde,
Gauss tasviri, M vyari-Riemann alt manifoldunun
normal vektérleri kullanilarak da tanimlanabilir (Kim

and Yoon 2004).

M yari-Riemann alt manifoldunun, ET* Minkowski
uzayinin hiperylizeyi olmasi durumunda, G Gauss
tasvirinin Laplasiyeni asagidaki teorem ile verilmistir
(Dursun 2009).

Teorem 2.1. (Dursun 2009) M, EF*! Minkowski
uzayinin hiperyizeyi olmak tizere, M hiperylizeyinin
Gauss tasviri G’nin Laplasiyeni

AG = £G||AG||ZG + ngrad(H) (11)

seklindedir. Burada, A;, M hiperylizeyinin G Gauss
boyunca sekil operatéri, ||AG||2 =
tr(AgAg), H,M’nin ortalama egriligi ve (G,G) =
gg'dir.

tasviri

M, E3 Minkowski uzayinin dejenere olmayan bir
ylizeyi olsun. {e;,e,}, M Uzerinde teget ortonormal
bir ¢ati alani olmak Uzere, IE%’ deki C vektori
{eq,e,, G} bazina gore

C = £1C161 + 82C262 + EGCGG (12)

seklinde yazilir. C vektorinin sabit olmasi igin

saglamasi gereken esitliklerle ilgili asagidaki
yardimci teorem verilmistir (Dursun and Coskun

2012).

Yardimci Teorem 2.2. (Dursun and Coskun 2012)
(12) denklemi
olabilmesi icin, C’nin bilesenlerinin asagida verilen

ile verilen C vektoérinin sabit

denklemleri saglamasi gerekir.

e1(Cy) + &,w,1(e1)C, — ggh3,C; = 0, (13)
e1(Cy) + &yw12(e1)Cy — 6hi, Ce = 0, (14)
el(CG) + £1h§1C1 + £2h§2C2 = O, (15)

e;(Cy) + &,w41(e3)C, — gh3,C; =0, (16)
e;(C,) + &w1,(e5)C; — egh3,Cq = 0, 17)

ez(CG) + Slh'fzcl + Szh%zCz = 0. (18)

Ayrica, M, IEf uzayinin dejenere olmayan bir ylizeyi
olmasi durumunda Gauss egriligi K asagidaki sekilde
verilir:

K = g; det(Ag). (19)

K = 0ise, M ylizeyi diiz olarak isimlendirilir.
3. Bulgular ve Tartisma

Bu bolimde, ilk olarak genellestirilmis 1-tipinden
Gauss tasviri ile ikinci c¢esit noktasal 1-tipinden
Gauss tasviri arasindaki iliski kurulacaktir. Daha
sonrasinda, E3 Minkowski uzayinda genellestiriimis
1-tipinden Gauss tasvirine sahip ylzeyler (zerine
cahsilacaktir.

Genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasviri ile ikinci
cesit noktasal 1-tipinden Gauss tasviri arasindaki
baglanti icin 6ncellikle E3 uzayindaki dik koni érnegi
verilecektir.

Ornek 3.1. (Kim et al. 2009) M, E} uzayinda
asagidaki denklemle parametrizasyonu verilen bir
dik koni ylzeyi olsun.

X(u,v) = (au, u cosv, u sinv) (20)

Burada, u >0 ve a > 1 dir. M yilzeyinin Gauss
tasviri G asagidaki sekilde tanimlanir:

(21)

G = ————(1,a cosu, a sinu)
az—-1

ve G ‘nin Laplasiyeni

1 1
AG =—(G (—,0,0))
u? * vaz -1

seklinde bulunur. Boylece, G tasvirinin f(u) =ul—2

(22)

fonksiyonuve C = (ﬁ' 0,0 ) sabit vektori icin,
AG = f(G + C) denklemini

Dolayisiyla, M yizeyi ikinci ¢esit noktasal 1-tipinden

sagladigi  gorildr.

Gauss tasvirine sahiptir. Diger taraftan, (22) ile
verilen denklem
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1 1
AG = — G +————=(1,0,0) (23)
u u?va? -1

olarak da yazilabilir. Bu durumda ise, f(u) = u—lz ve

glu) = ﬁmfonksiyonlarl veC = (1,0,0) sabit

vektori icin, G Gauss tasviri (2) denklemini saglar.
f#g ylzeyi
genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine sahiptir.

Burada, g =+a? — 1, yani sifirdan farkli bir sabit

oldugu goralir.

Yani, fonksiyonlari igin, M

Bu Ornekten yararlanilarak, EY* yari-Euclid uzayinin
yari-Riemann alt manifoldu igin, ikinci ¢esit noktasal
1-tipinden Gauss tasviri ile genellestirilmis 1-
tipinden Gauss tasviri arasindaki iliskiyi veren

asagidaki teorem ispatlanacaktir.

Teorem 3.2. Yari-Euclid uzayinin yari-Riemann alt
manifoldunun Gauss tasviri icin asagida verilen
ifadeler denktir:

(i.) f sifirdan farkh tiirevlenebilir fonksiyon
ve C 1siksal olmayan sabit vektor olmak
lizere, Gauss tasviri ikinci ¢esit noktasal
1-tipindendir.

(ii.) f,g sifirdan farkli ve birbiriyle orantili
tirevlenebilir fonksiyonlar ve C 1siksal
olmayan sabit vektori olmak Uzere,

tasviri

Gauss genellestirilmis  1-

tipindendir.

ispat. M, E™ yari-Euclid uzayinin yari-Riemann alt
manifoldu ve G, M’nin Gauss tasviri olsun.

(i) » (ii) G Gauss farkli
tlrevlenebilir f fonksiyonu ve isiksal olmayan C
vektori icin, AG = f(G + C) denklemini saglasin.
Budurumda, C € E™ isiksal olmayan sabit bir vektér

(fzﬁ seklinde E™de C sabit

vektori tanimlanabilir.

tasviri, sifirdan

oldugundan,

Boylece, sifirdan farkh
turevlenebilir f ve g = ||C||f fonksiyonlar ve
isiksal olmayan sabit C vektorii icin, G Gauss tasviri
(2) denklemini

genellestirilmis 1-tipindendir.

saglar. Yani, G Gauss tasviri
(ii) = (i) G Gauss tasviri sifirdan farkh birbiriyle
orantili tiirevlenebilir f, g fonksiyonlari ve isiksal

olmayan sabit C vektoérid icin, (2) denklemini

saglasin. Bu durumda, sifirdan farkh a sabiti icin,
g = af seklinde yazilir ve AG = f(G + aC) ifadesi
elde edilir. Bylece, G Gauss tasvirinin tirevlenebilir
f fonksiyonu ve aC sabit vektori igin, ikinci gesit
noktasal 1-tipinden oldugu gorulir. Boylece ispat
tamamlanir.

Teorem 3.3. E3 Minkowski uzayinda sabit ortalama
egrilige sahip timden jeodezik olmayan bir ylizey
genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine sahip
olamaz.

ispat. M, E3 Minkowski uzayinda tiimden jeodezik
olmayan ve H sabit ortalama egriligine sahip bir
ylzey
genellestirilmis 1-tipinden ise, (2), (8), (11) ve (12)

olsun. M yilzeyinin Gauss tasviri

denklemlerinden asagidaki esitlikler elde edilir:

&f +9C = ||AG||2; (24)
g€, = 2e,(H), (25)
gC, = 2e,(H). (26)

H sabit oldugundan, (25) ve (26) denklemlerinden
g€y = gC, = 0 olur. Diger taraftan, G Gauss tasviri
tirevlenebilir

genellestirilmis  1-tipinden ise,

g fonksiyonu sifirdan farkli olmalidir. Dolayisiyla,

C;=C,=0 olur Bu durum, (13)-(18)
denklemlerinde kullanilirsa,
h:l))ch = h:l))ZCG = h%zcc =0, (27)
e1(Cs) = e;(Cg) =0 (28)

ifadeleri elde edilir. Buradan, (28) denkleminden C,
bileseninin sifirdan farkh bir sabit oldugu goralir.
Dolayisiyla, (27) denkleminden h3;, = h3, = h3, =
0, yani, M ylizeyi timden jeodezik olur. Bu nedenle,
E3 uzayinda sabit ortalama egrilige sahip tiimden
jeodezik olmayan M vylzeyi genellestirilmis 1-
tipinden Gauss tasvirine sahip olamaz. Boylece ispat
tamamlanir.

Yukaridaki ispattan, E3 Minkowski uzayinda sabit
ortalama egrilige sahip timden jeodezik olmayan bir
ylzeyin birinci ¢esit noktasal 1-tipinden Gauss
tasvirine sahip oldugu gorlir.
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3.1 ]E:{ Minkowski Uzayinda Genellestirilmis 1-
Tipinden Gauss Tasvirine Sahip Dénel Yiizeyler

Ki vd. (2009) calismasinda 3-boyutlu Minkowski
uzayinda birinci ¢esit ve ikinci gesit noktasal 1-
tipinden Gauss tasvirine sahip donel ylzeyler igin
sonuclar elde etmislerdir. Bu bélimde ise, 3-boyutlu
Minkowski
genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine sahip

uzayindaki donel ylzeylerden

olanlar incelenecektir. Bu nedenle, ilk olarak bu
donel ylzeylerin parametrizasyonlari ve yizeylere
ait geometrik biliytkliikler verilecektir.

I € R agik bir aralik olmak izere, a:1 - II c E3
dizlemsel dizgin bir egri ve £, I1 dizleminde «a
egrisini kesmeyen bir dogru olsun. Bu durumda, ¢
dogrusunu tamamiyle sabit birakan T;, T, ve T3
doéntstmleri altinda degismez kalan yiizeye E3
uzayinda £ donme eksenine sahip donel ylizey denir.
Ayrica, burada a egrisine donel yiizeyin profil egrisi
denir. Ty, T, ve T3 donlstimleri asagidaki sekilde
verilir.

cosht sinht 0
T, = sinht cosht 0], t eR,

0 0 1 (29)
1 0 0
T,=1 0 cost —sint],0<t<2m,
0 sint cost (30)
t? t?
14— —— ¢t
2 2 (31)
T3 = t? t? )
J— 1 -
2 2
t —t 1
teR.
Boylece, E3 uzayinda dénel vyiizeylerin

parametrizasyonlari sirasiyla asagidaki sekilde verilir
(Ki vd. 2009).

Durum I: Dénme ekseni £, uzaysal bir dogru olsun.
Yani, £, Ureteci (0,0,1) uzaysal vektori olan bir
dogrudur. Genelligi bozmaksizin, [E3 uzayinin
2 —boyutlu alt uzayinda uzanan iki farkh diizglin egri
secilebilir. Bu durumda, bu egrilerinden birini profil
egrisi olarak kabul eden ve (29) denklemi ile verilen
T, donlisimi altinda degismez kalan iki gesit donel

ylzey tanimlanir.

Durum I(a): a, yay uzunluguna gore
parametrelendirilmis

a(s) = (0,9(s),1¥(s)) (32)
seklinde verilen dizgin bir egri olsun. Yani,

¢'?(s) + P'?(s) =1 olur. Bu durumda, x,x3 —
dizleminde uzanan a egrisini profil egrisi olarak
kabul eden ve T; dénlisimi altinda degismez kalan
M donel ylizeyinin bir parametrizasyonu asagidaki
sekilde verilir:

X(s,t)
= (¢(s) sinht, Pp(s) cosh t,1(s))

(33)

Burada, t € R dir. E3 uzayinda, ey, e, vektorleri M
ylzeyine teget, G vektoéri M ylizeyine normal olmak

Uzere,
_o ,_ 19 (34)
“a=5 “2Tpmar PG>0
G (35)

= (¢'(s)sinht,1’(s) cosht, —¢’'(s))

seklinde M yuzeyi igin {eq, e,, G} ortonormal bir ¢ati
secilebilir.  Burada, (ej,e;)=(G,G)=
—(e,, e;) = 1 seklindedir. Béylece, (33) denklemiile

alani

verilen M donel ylizeyinin daima zamansal bir ylizey
oldugu goralir. Bu doénel yilzeye ait Levi-Civita
konneksiyonlari

- -9 (36)
Ve, €1 = —KG, e,€1 = Eez,

£V £V 1 l l (37)
Ve, e =0, Ve, €2 = a((f’ e; +9'6),

. . ! 38
Ve, G =key, VoG = ¢—ez (38)

¢

denklemleri ile verilir. Burada, k profil egrisi a’nin
egriligidir ve k = ¢'Yp" — ¢'"Y’ ifadesi ile verilir.
Boylece, (7) ve (19) denklemlerinden E3 uzayindaki
M yizeyine ait ortalama egrilik H ve Gauss egriligi K
sirasiyla asagidaki sekilde bulunur:

1 1/;’)
H=—=(rx+=—)
2<K ¢ (39)
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¢ (40)

(11) denkleminden G Gauss tasvirinin Laplasiyeni

2
AG = <K2 +¢—>G

¢2
oy o

olarak hesaplanir.

Simdi, M yuzeyinin Gauss tasvirinin genellestirilmis
1-tipinden olmasi durumu incelenecektir.

(35) denklemi
genellestirilmis 1-tipinden oldugu varsayilsin. Bu
durumda, (2), (12) ve (41) denklemleri kullanilarak
asagidaki ifadeler elde edilir:

ile verilen G Gauss tasvirinin

12
f+gCG =K2+F, (42)
9C, = —K’—%+¢¢f, (43)
gC; = 0. (44)

g sifirdan farkli oldugundan, (44) denkleminden
C, = 0 olarak bulunur. C, = h3, = 0 oldugu, (16)
ve (18) e,(Cy) =
e,(C;) = 0 olarak bulunur. Dolayisiyla, sabit C

denklemlerinde kullanilirsa,

bilesenleri sadece s’ye
(13), (15) ve (17)

vektorinin, C; ve Cg
baglidir. Bu
denklemlerinden

durumda,

¢} = —kCg, (45)
C. = KkCy, (46)
()G +YP'(s)Ce =0 (47)

ifadeleri elde edilir. (45) ve (46) denklemlerinden
sifirdan farkl d sabiti icin, CZ + CZ = d? olarak
bulunur. Dolayisiyla, C sabit vektori uzaysal bir
vektordir. Profil egrisinin tanimlandigi I aralgi
izerinde, ¢'(s) # 0 dir. Dolayisiyla, CZ + CZ = d?
esitligi (47) denklemiyle birlikte g6z 6nine alinirsa

€y = 1dy'(s), Cg =+d¢'(s) (48)

olarak bulunur. Bu durumda, (12), (34), (35) ve (48)
denklemlerinden sabit C € E3 vektorii

C = +d(0,0,1) (49)

seklinde yazilr. c, ¥

paraleldir. Ayrica, (42) ve (43) denklemlerinden (2)

Dolayisiyla, dogrusuna

denklemini saglayan tilirevlenebilir f ve g
fonksiyonlari

P2 (50)
f(S)=K2+F

! , ll)” ll)’¢’
‘_'<" B )

1 " ‘¢’ 51
seklinde bulunur.
Durum I(b): aq,yay uzunluguna gore
parametrelendirilmis
ai(s) = (¢(s),0,¥(s)) (52)
seklinde verilen dizgin bir egri olsun. Yani,

Y'2(s)— ¢'%(s) = £ = +1 dir. xyx3 —dizleminde
uzanan a4 egrisini profil egrisi olarak kabul eden ve
T; donusimi altinda degismez kalan M; donel
ylzeyinin bir parametrizasyonu asagidaki sekilde
verilir:

X1(s,t) = (¢p(s) cosht,p(s) sinht,P(s)). (53)

Burada, t € R dir. [Ef uzayinda, eq, e; vektorleri My
ylzeyine teget, G vektori M; ylizeyine normal
olmak Gzere,

0 1

_o ,_ 19 (54)
“1T%s 2T e

¢(s) >0,

; (55)
= (¢'(s) cosht,y'(s) sinht, ¢’ (s))

seklinde M; yuzeyi icin {e;,e,, G} seklinde bir
ortonormal ¢ati alani segilebilir. Burada, (e, e;) =
—(G,G) = eve (e, e,) = 1dir.e = 1ise, M; yuzeyi
uzaysal; € = —1ise, M; ylizeyi zamansal bir ylizey
olur. Bu donel yiizeye ait Levi-Civita konneksiyonlari
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Vo o1 = —ekG, Ve, = % ;) (56)
Vee2 = 0,7, &7
= %(—qﬁ’el
+9'6),
Ve, G = —¢key, V,,G = %ez (58)

denklemleri ile verilir. Burada, k profil egrisi a;’in
egriligidir ve k = @'Y — ¢"'Y" esitligi ile verilir.
Boylece, (7) ve (19) denklemlerinden E3 uzayinda
M, ylzeyine ait ortalama egrilik H ve Gauss egriligi
K sirasiyla asagidaki sekilde bulunur:

H= %(«‘JK - %), (9)
K = e%l. (60)

(11) denkleminden G Gauss tasvirinin Laplasiyeni

2
AG = —£<K2 +l</;—2>G

+(K’—£w—”+eﬂ)el

¢ e (61)

olarak elde edilir.

Simdi, M; ylizeyinin Gauss tasvirinin genellestirilmis
1-tipinden olmasi durumu incelenecektir.
(55) denklemi ile G Gauss
genellestirilmis 1-tipinden oldugu varsayilsin. Bu
durumda, (2), (12) ve (61)
asagidaki ifadeler elde edilir:

verilen tasviri

denklemlerinden

2
f—egC; = —¢ <K2 + l(/;—2>, (62)
gC1=£K’—%+¢¢Z), ©3)
gC, = 0. (64)

oldugundan, (64)
denkleminden C, = 0 olarak bulunur. C, = h3, =

g fonksiyonu sifirdan farkl

0 oldugu (16) ve (18) denklemlerinde kullanilirsa,

e,(C;) = e,(C;) = 0 olarak bulunur. Dolayisiyla, C
vektoriniun, C; ve C; bilesenleri sadece s’ye

baghdir. Bu durumda, (13), (15) ve (17)
denklemlerinden asagidaki ifadeler elde edilir:
C{ = —exCg, (65)
Ci = —ekCy, (66)
¢'(s)CL —P'(s)Ce = 0. (67)

Buradan, (65) ve (66) denklemleri kullanilarak, d
sifirdan farkl bir sabit olmak izere, C2 — CZ =d
elde edilir. Profil egrisinin tanimlandigi [ aralig
¢'(s)#0 dir. Bu durumda, (67)
denkleminden

Uzerinde,

C, = +Vedy'(s), C; = +Vedd'(s) (68)

olarak bulunur. Burada, ed > 0 olur. Ayrica, e = 1
ise, sabit C vektori uzaysal ve € = —1 ise, sabit C
vektorlu zamansal bir vektordur. (12), (54), (55) ve

(68) denklemlerinden sabit C vektoriiniin
€ = +Ved(0,0,1) (69)

seklinde oldugu gordlir. Yani, C vektori #;

dogrusuna paraleldir. Ayrica, (62) ve (63)
denklemlerinden (2) esitligini saglayan
tirevlenebilir f ve g fonksiyonlari
2
f(s) =—¢ (KZ +1§)—2>
(70)
d)’ ( , wl! lpld)/)
te—| K ———+ )
Y’ ¢ P?
1 Y (71)
(s) =+ < e ——+ )
7 Vedy' o

olarak bulunur.

Durum II: Donme ekseni ¢, zamansal bir dogru
olsun. Yani, ¢, treteci (1,0,0) zamansal vektori
olan dogrudur. a,, vyay uzunluguna gore

parametrelendirilmis
az(s) = (¢(s),¥(s),0) (72)

seklinde verilen dizgin bir egri olsun. Yani,
Y'2(s)—¢'?(s) =& ==1 dir. x;x, —diizleminde
uzanan a, egrisini profil egrisi olarak kabul eden ve
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(30) denklemi ile verilen T, donlsimi altinda
kalan M,
parametrizasyonu asagidaki sekilde verilir:

X,(s,t) = (@(s),Y(s) cost,P(s)sint).  (73)

degismez donel ylzeyinin  bir

Burada, 0 <t <2m dir. E3 uzayinda, ej, e,
vektorleri M, ylizeyine teget, G vektorli M, ylzeyine
normal olmak lizere,

9 19 (74)

e = 35’ e, = ma: Y(s) >0,

G=—-'(s),¢p'(s)cost,p'(s)sint) (75)

seklinde M, yizeyi Gzerinde {e4, e,, G} ortonormal

bir ¢ati alani segilebilir. Burada, (eq,eq) =
—(G,G) = eve(e,,e,) = 1dir. £ = lise, M, yiizeyi
uzaysal; € = —1ise, M, ylzeyi zamansal bir ylizey

olur. Bu ylizeye ait Levi-Civita konneksiyonlari

-~ -~ ! 76
Ve, €1 = exG, Vo e; = %ez, (76)
velez == O,vezez (77)
£
= _$(¢,61 + ¢,G )l
~ -~ ' 78
Ve, G = exey, Ve,G = —%ez (78)

denklemleri ile verilir. Burada, k, a, profil egrisinin
egriligidir ve k = ¢'Y" —'@p" ifadesi ile verilir.
Boylece, (7) ve (19) denklemlerinden IE? uzayindaki
M, ylzeyine ait ortalama egrilik H ve Gauss egriligi
K sirasiyla asagidaki sekilde bulunur:

(79)

ll)” (80)

(11) denkleminden M, doénel ylzeyine ait G Gauss
tasvirinin Laplasiyeni

2
AG = —8<K2 +($)—2>G

(81)

—<K’ - ¢—”+s¢’¢’>e1

A
olarak elde edilir.
Simdi, M, ylzeyinin Gauss tasvirinin genellestirilmis
1-tipinden olmasi durumu incelenecektir.
(75) denklemi
genellestirilmis 1-tipinden oldugu varsayilsin. Bu
durumda, (2), (12) ve (81) denklemlerinden

ile verilen G Gauss tasvirinin

2 82
f—sgCG=—s<K2+z—2>, (82)
, ¢II lp’¢, (83)
9C = —¢ex' + R
gC, =0 (84)
esitlikleri elde edilir. g # 0 oldugundan, (84)

Cz = hfz = 0
oldugu, (16) ve (18) denklemlerinde kullanilirsa,

denkleminden C, =0 bulunur.
e,(Cy) = e,(C;) = 0 olarak bulunur. Dolayisiyla, C

vektorinin, C; ve C; bilesenleri sadece s’ye

baghdir. Bu durumda, (13), (15) ve (17)
denklemlerinden asagidaki ifadeler elde edilir:
C{ = exCg, (85)
C; = ekCy, (86)
Y'($)C; + ¢'(s)Ce =0 (87)

denklemleri bulunur. (85) ve (86) esitlikliklerinden,
sifirdan farkli d sabiti icin, CZ — CZ = d elde edilir.
Profil egrisinin tanimlandigi I araligi (zerinde,
Y'(s) # 0 dir. (87) denklemi bu esitlikle gbz 6niine
alinirsa,

C, = tV—ed¢'(s) C; = FV—edy'(s) (88)

olarak bulunur. Burada, ed < 0 dir. Ayrica, e = 1
ise, sabit C vektorlii zamansal ve € = —1 ise, sabit C
vektori uzaysal bir vektordir. (12), (74), (75) ve (88)
denklemlerinden

C = +V—¢d(1,0,0) (89)

oldugu gorilur. Dolayisiyla, sabit C vektori
Ayrica, (82) ve (83)
esitligini

dogrusuna paraleldir.

denklemlerinden (2) saglayacak

tirevlenebilir f ve g fonksiyonlari
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b2
(90)
+¢—:<K' —e%”+e%>,

g(s) = i;<61c’ —¢—”+¢’¢,> D

—ed¢’ Y PP
olarak bulunur.

Durum IlI: Donme ekseni €5 1siksal bir dogru olsun.
Yani, €5 Ureteci (1,1,0) isiksal vektori olan bir

dogrudur. as, yay uzunluguna gore
parametrelendirilmis

az(s) = (¢(s),¥(s),0) (92)
seklinde verilen dizglin bir egri olsun. Yani,

YP'2(s)—¢'?(s) =& =+1 dir. x;x, —dizleminde
uzanan az egrisini profil egrisi olarak kabul eden ve
(31) denklemi ile verilen T; dondsimi altinda
kalan M;
parametrizasyonu asagidaki sekilde verilir:

degismez donel vylzeyinin  bir

2 2
X3(s,t) = <¢ + %h,z/; +%h, th). ©3)

Burada, h(s) = ¢(s) —(s) # 0 seklindedir. E3
uzayinda, eq, e, vektorleri M5 ylzeyine teget, G
vektori M5 ylzeyine normal olmak lizere,

7] 10

94
€1 = 57 eZZEa; S

h(s) >0,

t? t? (95)
G: 7h’_l/)’,?h,_¢,,th,

seklinde M3 yuzeyi Uzerinde {e;, e,, G} ortonormal

(e1,e1) =
—(G,G) = eve (e, e,) = 1dir. e = 1ise, M5 ylzeyi

bir cati alani secilebilir. Burada,

uzaysal; € = —1ise, M5 ylizeyi zamansal bir yiizey
olur. Bu ylzeye ait Levi-Civita konneksiyonlari

. . h' (96)
Ve 1 = €KG, Ve,e1 = zez,

. . h' 97
Ve,e2 =0, Vgep = —fi(bﬁ - G), ©7)

~ h' 98
Ve G =_ez ( )

VelG = ¢Keq, . n

ifadeleri ile verilir. Burada, k¥ = ¢'Yp"" —¢P'¢p" ile
verilen as profil egrisinin egriligidir. Béylece, (7) ve
(19) denklemlerinden E3 uzayinda M; dénel
ylizeyine ait ortalama egrilik H ve Gauss egriligi K
siraslyla asagidaki sekilde bulunur:

1 h' (99)
H=- > <s K+ E)

h" (100)
K=—-——.

h

(11) denkleminden M5 donel yiizeyine ait G Gauss
tasvirinin Laplasiyeni

h'
AG = —s(rcz +ﬁ>G

< , h' h12>
-l + ——=5 e

101
Py (101)

olarak bulunur.

Simdi, M3 ylzeyinin Gauss tasvirinin genellestirilmis
1-tipinden olmasi durumu incelenecektir.
(95) denklemi G Gauss
genellestirilmis 1-tipinden olsun. Bu durumda, (2),
(12) ve (101) denklemlerinden

ile verilen tasviri

h'?
f—egC; = —¢ (KZ + ﬁ)'

(102)
o , h' N h/Z
g 1~ €K h hz;
(103)
gC, =0 (104)

elde edilir. (104) denkleminden g # 0 oldugundan
(15) ve (17)
denklemlerinden C; ve C; bilesenleri sadece s

C, = 0 bulunur. Benzer sekilde,

parametresine bagli oldugu goérilir. Ayrica, asagida
verilen ifadeler elde edilir:

C{ = ekCg, (105)

C; = exCy, (106)
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K(C, — C;) = 0. (107)

h'(s) # 0 oldugundan, C; = C; elde edilir. Diger
taraftan, (105) ve (106) denkleminden, d sabiti icin
CZ — C¢ = d olarak bulunur. Bu durumda, sabit C
vektord 1siksal bir vektordir. (12), (94) ve (95)
denklemleri kullanilarak C vektoriiniin

C=¢eC(¢"+9"H(1,1,0) (108)

olarak bulunur. Diger taraftan, (105) denklemi ve
C,(¢p" + ') ifadesinin
sabit oldugu goruliir. Dolayisiyla, C vektori igiksal €5

K’'nin tanimi kullanilarak,

dogrusuna paraleldir. Ayrica, (102) ve (103)

denklemlerinden  (2)  denklemini  saglayan

tlrevlenebilir f ve g fonksiyonlari

h'?
f(s) =—¢ <K2 + ﬁ)
(109)
, R hlz
+1| +€7 EF ,

(110)

seklinde bulunur.

Yukarida elde edilen ifadeler kullanilarak, IE{’

uzayindaki  genellestirilmis  1-tipinden  Gauss
tasvirine sahip donel ylzeyler igin sirasiyla asagidaki

teoremler ifade edilir.

Teorem 3.1.1. [E3 Minkowski
denklemi ile verilen ve yay uzunluguna gore

uzayinda (33)

parametrelendirilmis profil egrisine sahip M donel
ylzeyi genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine
sahiptir. Yani, M donel ylzeyinin G Gauss tasviri

AG = fG+ gC

ifadesini (50) ve (51) denklemleri ile verilen sifirdan
farkh tlrevlenebilir f,g fonksiyonlari ve C =
+d(0,0,1) sabit vektérii icin saglar. Burada, d
sifirdan farkh bir sabittir.

Teorem 3.1.2. [E3 Minkowski
denklemi ile verilen ve yay uzunluguna gore

uzayinda (53)

parametrelendirilmis profil egrisine sahip M; donel

ylzeyi genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine
sahiptir. Yani, M; donel ylizeyinin G Gauss tasviri
AG = fG+ gC

ifadesini (70) ve (71) denklemleri ile verilen sifirdan
farkh  tdrevlenebilir f,g
C= i\/ﬁ(O, 0, 1) sabit vektori icin saglar. Burada,
e = +1 ve d sifirdan farkl bir sabittir.

fonksiyonlari  ve

Teorem 3.1.3. E3 Minkowski uzayinda (73)

denklemi ile verilen ve yay uzunluguna gore
parametrelendirilmis profil egrisine sahip M, donel
yuzeyi genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine
sahiptir. Yani, M, donel ylizeyinin G Gauss tasviri

AG = fG + gC

ifadesini (90) ve (91) denklemleri ile verilen sifirdan
farkh  tdrevlenebilir  f,g fonksiyonlari  ve
C = +V—ed(1,0,0) sabit vektéri icin saglar.
Burada, € = +1 ve d sifirdan farkl bir sabittir.

Minkowski

ile verilen ve yay uzunluguna gore

Teorem 3.1.4. [}
denklemi

uzayinda (93)

parametrelendirilmis profil egrisine sahip M3 donel

ylzeyi genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine

sahiptir. Yani, M3 donel ylzeyinin G Gauss tasviri
AG = fG+ gC

ifadesini (109) ve (110) denklemleri ile verilen
sifirdan farkli tiirevlenebilir f,g fonksiyonlari ve
C = d,(1,0,1) sabit vektéri icin saglar. Burada, d,
sifirdan farkl bir sabittir.

Simdi, E3 Minkowski uzayinda genellestirilmis 1-
tipinden Gauss tasvirine sahip bir dénel ylizey 6rnegi
verilecektir ve bu donel ylzeyin grafigi Wolfram

Mathematica 9.0® programi kullanilarak
cizilecektir.
Ornek 3.14 Yay uzunluguna gore

parametrelendirilmis

© =2 s, ~S +1ns,0
y5—2 5 ns, 5 ns,

seklinde verilen diizgiin y(s) egrisini géz Oniine
alinsin. Burada, s > 0 dir. y(s) egrisi zamansal bir
egridir. y(s) egrisini profil egrisi olarak kabul eden
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T, donlsimi altinda degismez kalan M donel
ylzeyinin parametrizasyonu
X(s,t) =

Loms+ 5 (ins— 5 ) cose, (ns — ) sint
2(ns 2,ns 2cos,ns 2sm)

seklindedir. Grafigi Sekil 1'de go6sterilmistir. Bu
donel ylizey zamansal bir yizeydir. Ylzeye ait G
Gauss tasviri

G =
11

1 1
—=(——-5,|- t’ —_ 1 t
2(5 s <S+S> cos (s +s> sint)

Bu durumda, G Gauss tasviri
(2) denklemini asagida verilen tiirevlenebilir f ve g

seklinde verilir.

fonksiyonlari igin saglar.

2 (s2 —1)?
) :S_2<52 +1 +(52 +1)(2Ins —s?)
4(1 +s%)
+ (2Ins — 52)2>
2 2(s2-1)
9(s) = Vds(s? + 1) <1 ~ 2Ins — 2
4(1 —s%)
+ (2Ins — SZ)Z>

Ayrica, sabit C = \/3(1,0, 0) ile verilir. Burada, d
sifirdan farkh bir sabittir.

Sekil 1. Genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine
zamansal M donel ylizeyi

3.2. ET* Minkowski Uzayinda Genellestirilmis 1-
Tipinden Gauss Tasvirine Sahip Regle Alt

Manifoldlari

Bu bolumde, ET* uzayindaki silindirik regle alt
manifoldlarindan Gauss tasvirleri genellestirilmis 1-
tipinden olanlar lizerine ¢alisilacaktir.

m —boyutlu  Minkowski uzayindaki regle alt
manifoldlarinin tanimi Thas (1978) ve Kim ve Kim
(2012) galismalarinda asagidaki sekilde verilmistir.
E(s,r), ET*

tiimden jeodezik bir alt manifoldu olsun. M vyari-

Minkowski  uzayinin  r —boyutlu
Riemann alt manifoldu, I acik araligindan M
uzerinde tanimli a(s) diizgiin egrisi boyunca E (s, 1)
alt manifoldu tarafindan (retiliyorsa, dejenere
olmayan (r + 1) —boyutlu M vyari-Riemann alt
manifolduna ET* Minkowski uzayinin regle alt
manifoldu denir ve parametrizasyonu asagidaki

sekilde verilir:

x(s,ty, ..., t;) = a(s) + z tie;(s).
= (111)

Burada, s €l vei=1,2,..,r igin I; agik araliklar
olmak (zere t; € I; dir. Bu tamimda, E(s,7r) alt
manifolduna dogrultman ve a(s) egrisine ise, M
regle alt manifoldunun taban egrisi denir. Ozel
olarak, (111) denklemindeki e; (s) vektorleri sabitse,
M regle alt manifoldu silindirik olarak isimlendirilir.
Aksi halde, M alt manifoldu silindirik olmayan regle
alt manifoldu olarak adlandirilir.
ET* uzayinda bir M regle alt manifoldu yay
uzunluguna gore parametrelendirilmis a(s) taban
egrisine sahip olsun. Yani, (a'(s),a’(s)) =¢ =
+1dir. a egrisi
(a’(s),ei(s)) =0,
(ei(s)' ej(S)) = €i5ij
{e;(s),e,(s),...,e,(s)} ortonormal  vektorleri
secilebilir (Kim and Kim, 2012). M regle alt
manifoldunun G Gauss tasviri

G :Lxs/\xtl/\---/\xtr (112)

IEAL

boyunca, i,j=1,2,..,r igin,
(e{(s), ej(s)) =0 ve

kosullarini saglayan

seklinde verilir. ¢ = (x5, x5),® =a’'Ae;A--Ne,
ve W; =e; Ae; A---Ae, olarak tanimlansin. Bu
durumda, (112) denklemi ile verilen G tasviri

r

1
G =—1(¢+th411)

lql2 i=1 (113)
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ifade M’nin  silindirik
durumunda, e; =0 oldugundan, ¥; =0 olur.

olarak edilir. olmasi

Boylece, G Gauss tasviri G =® olur. (9)
denkleminden G’nin Laplasiyeni AG = —&®" olarak
hesaplanir.

M silindirik regle alt manifoldunun G tasviri
genellestirilmis 1-tipinden olsun. Bu durumda, (2)
denkleminden

®"(s) = —e(fd + g0) (114)
ifadesi elde edilir. Buradan,
C = _EDIHO olarak bulunur. C vektori sabit

oldugundan, bu denklem bir defa s’ye gore

turetilirse
¢,,,_%¢,,+Sf¢,+£<f,_%f>¢=0 (115)

elde edilir. ® = a’ A ey A -+ A e, oldugundan (115)
denklemi asagidaki sekilde de ifade edilebilir.
(116)

r

g g’
0!(4)——(Z”I+E (l’"+$( r_ 9 >al
7 f f gf
=0

Diger taraftan, g sifirdan farkh tiirevlenebilir bir
(116) denklemi g

fonksiyonuna boélinir. Bu durumda, (116) denklemi

fonksiyondur. Bu nedenle,

asagidaki sekilde yazilir.
' (117)

Dolayisiyla, (117) denkleminden D sabit vektor
olmak Gzere,

a'"" +efa’ =Dg (118)

ifadesi bulunur. Boylece, asagidaki yardimci teorem
verilir.

Yardimci Teorem 3.2.1. M, ET* Minkowski uzayinda
(111) denklemi ile verilen birim hizh a(s) taban
egrisine sahip silindirik regle vyari-Riemann alt
manifoldu olsun. M yari-Riemann alt manifoldunun
genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine sahip
olabilmesi icin gerek ve yeter kosul sifirdan farkl
turevlenebilir f ve g fonksiyonlarive D € ET* sabit
vektord igin a(s) egrisinin

a''(s) + ef (s)a'(s) = Dyg(s) (119)

ifadesini saglamasidir.

Jung vd. (2018) galismasinda ET* uzayindaki regle
yari-Riemann alt manifoldlarinin taban egrileri igin
asagidaki Yardimci Teoremi vermislerdir.

Yardima Teorem 3.2.2. (Jung et al. 2018) ET*
Minkowski uzayinda I agik araliginda tanimlanan
birim hizli a(s) egrisi f fonksiyonu ve C € ET* sabit
bir vektori igin

a’'(s) = f(s)(a'(s) + O) (120)

denklemini saglhyorsa, a(s) egrisi ET"in 3 —boyutlu
uzayinda kalir. Ozel olarak, sabit C vektori sifir ise,
a(s) dizlemsel bir egri olur.

Yardimcl Teorem 3.2.2'nin ispatina benzer sekilde
asagidaki yardimci teorem ispatlanir.

Yardimcl Teorem 3.2.3. ET* Minkowski uzayinda [
acik araliginda tanimlanan yay uzunluguna gore
parametrelendirilmis a(s) egrisi sifirdan farkh
turevlenebilir f, g fonksiyonlarive D € ET* sabit bir
vektord igin

a'(s) = ef (s)a'(s) + Dg(s) (121)

denklemini saglyorsa, a(s) egrisi ET"in 3 —boyutlu
bir uzayinda kalir. Ozel olarak, D vektéri sifir ise,
a(s) dizlemsel bir egri olur.

ispat. sy €1 icin, a’(sy),a’(sg),D vektorleri
tarafindan lineer olarak gerilen bir IV uzayi olsun. Bu
durumda, V, ET* uzayinin en fazla 3-boyutlu bir alt
uzayidir. V uzayinin V1 ortogonal tiimleyeninden
secilen herhangi bir a vektori icin, asagida verilen
hq (s) fonksiyonu tanimlanabilir.

ha(s) = (a,a’(s)). (122)

(122) denklemi iki kere s degiskenine gore tiretilip,

a'(s) =¢ef(s)a’(s)+Dg(s) ve (a,D)=0
esitlikleri kullanilirsa,
hy(s) ={a,a"'(s)) = ef (s)hy(s) (123)

seklinde 2. mertebe lineer bir diferansiyel denklem
elde edilir. Bu diferansiyel denklem h,(sy) =

h;(sg) = 0 baslangic kosullarina sahiptir. Bu
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nedenle, h,(s) fonksiyonu I araligi izerinde 6zdes
olarak sifira esit olur. Budurumda, s € icina’(s) €
V olur. Dolayisiyla, a(s) egrisi V uzayindan paralel
kaydirma ile elde edilen a(sy) + V uzayinda kalr.
Yani, a(s) egrisi 3-boyutlu uzayin iginde kalir.
Boylece ispat tamamlanir.

Bu durumda, ET* Minkowski uzayinda silindirik regle
alt manifoldunun ET* uzayinin  3-boyutlu bir
uzayinda kaldigi elde edilmis olur. Yoon vd. (2018)
ve Choi ve Kim (2018) calismalarinda ise, [E3
Minkowski uzayindaki genellestirilmis 1-tipinden
Gauss tasvirine sahip silindirik regle yizeylerle ilgili
siniflandirma teoremleri elde edilmislerdir. Boylece,
ET* Minkowski uzayinda genellestirilmis 1-tipinden
Gauss tasvirine sahip silindirik regle alt manifoldlarin
karakterizasyonu tamamlanmis olur.

4. Sonug

Euclid uzayinda sonlu tipten alt manifold tanimi
1970’li yillarin sonlarina dogru B.-Y. Chen tarafindan
Daha
diferansiyellenebilir tasvirler icin benzer sekilde

ortaya atilmistir. sonra bu kavram
verilmistir. Tanimlandigindan bu zamana kadar bu
konu ile ilgili bircok calisma yapilmistir ve énemli
sonuglar elde edilmistir. Ancak, bazi ylzeylerin
Gauss tasvirlerinin bu tanimi bir sabit icin degil
tirevlenebilir  bir  fonksiyon icin  sagladig
gozlenmistir ve noktasal 1-tipinden Gauss tasviri
kavrami verilmistir. Daha sonra noktasal 1-tipinden
kavrami daha da genellestirilerek genellestirilmis 1-
tipinden Gauss tasviri tanimi verilmistir.

Bu calismada ise, Minkowski uzayinda yari-Riemann
alt manifoldlarindan genellestirilmis 1-tiipinden
Gauss tasvirine sahip olanlar tzerine ¢alisiimistir.
Oncellikle, ikinci gesit noktasal 1-tipinden Gauss
tasviri ile genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasviri

kavramlari arasindaki iliski verilmistir. Sonrasinda, 3-

boyutlu Minkowski uzayindaki bitin  donel
ylzeylerin  genellestirilmis  1-tipinden  Gauss
tasvirine sahip oldugu gosterilmistir ve (2)
denklemini saglayan tirevlenebilir f ve g

fonksiyonlari ve sabit C vektérd belirlenmistir.
Buradaki, f ve g fonksiyonlari sabit olmadigindan,

elde edilen sonuglar Minkowski uzayindaki 1-

tipinden Gauss tasvirine sahip ylizey
siniflandirmasindan farkli olacaktir.
Ayrica, bu calismada m —boyutlu Minkowski

uzayinda genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasvirine
sahip silindirik regle alt manifoldlari (izerine de
cahsiimigtir.

Genellestirilmis 1-tipinden Gauss tasviri kavrami, 1-
tipinden Gauss tasviri ve noktasal 1-tipinden Gauss

tasviri  kavramlarinin  genellestiriimesidir.  Bu

nedenle, bu calismada elde edilen sonuclar

literatlirde var olan 1-tipinden Gauss tasviri ve
noktasal 1-tipinden Gauss tasviri ile ilgili sonuglari da
kapsamaktadir.
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